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1. Givet dr den spetsiga triangeln ABC. En diameter till triangelns omskrivna cirkel
skér sidorna AC och BC, och delar darvid sidan BC mitt itu. Visa att samma diameter
delar sidan AC' i férhallande 1 : 3, rdknat fran A, om och endast om tan B = 2tan C.

Losning. Beteckna skidrningspunkten mellan AC' och den beskrivna diametern med
D. Beteckna vinklarna vid A, B, C' med «, 3,7, respektive. Diametern genom D delar
kordan BC' mitt itu, och &r dérmed vinkelrdt mot BC. Den innehaller alltsa saval
medianen som héjden fran D i triangeln BDC, vilket medfor att ABDC' ar likbent med
BD = DC. Enligt basvinkelsatsen géller att /DBC = Z/DCB = ~. Att diametern
skir sidan AC' och inte AB betyder att AC' > AB, och dédrmed § > v, och ZABD =
180° —a—2y =5 —1.

Notera att v inte kan vara den storsta vinkeln i triangeln, vilket betyder att v < 90°.
Antag att AD : DC' =1 : 3. Sinussatsen for AABD ger nu

AD BD DC 3AD

sin(f—7) sina  sin(180° — 8 — ) - sin (8 +7)’

s& att sin (8 4+ v) = 3sin (8 — ), och, efter omskrivning, sin 5 cosy = 2sin~ycos 3. Vi
har tidigare noterat att v < 90°, sa att cosy # 0. Om vinkeln 8 vore rit skulle det
betyda att omskrivna cirkelns medelpunkt ligger pa AC' och ddrmed sammanfaller med
D. Det skulle da gélla AD = DC, vilket &r omdjligt, givet att AD : DC =1 : 3.
Division med cos 5 cos~vy # 0 ger nu den énskade likheten tan § = 2 tan .

Antag nu att tan f = 2tanvy. Samma omskrivning som tidigare, at andra hallet, ger
sin (8 + ) = 3sin (8 — ), och

AD  BD DC _ pc _ DC
sin(f—7) sina  sin(180°— B —7) sin(B+7) 3sin(B—7)’
och det foljer att DC = 3AD.

2. Bestém alla heltalslésningar till ekvationen 23 + y3 + 2015 = 0.

Losning. Vi skriver om ekvationen och faktoriserar savil summan av de tva kuberna
som talet 2015
(x+y)(2* — 2y +y*) = —5-13-31.

Antag att (z,y) ar en l6sning till ekvationen, dér x,y &r heltal. Det &r uppenbart
att minst ett av talen maste vara negativt. Den andra faktorn i véansterledet ar alltid
positiv, vilket betyder att = + y maste vara den negativa faktorn. Alla positiva delare
till 2015 &r

1,5,13,31,65, 155,403, 2015.



Vi skulle nu kunna undersoka alla mdéjligheter, det vill sdga for x + y = —a, dér a &r

nagon av delarna i listan sdtta in y = —z — a i den andra faktorn och se om den for
2015

a

y=—ax—1, 2> —ay+y =2+ +ox+2>+2r+1=232" 43z + 1 = 2015,

nagot heltal y blir lika med . For a =1 ser det ut som foljer

som saknar heltaslosningar, eftersom 2014 inte &r delbart med 3. For a = 5 far vi
y=—x—>5, 2 —xy+y*> = 32" + 15z + 25 = 403,

som har losningarna z = 9 och = —14. Vi har alltsa hittat tva heltalslosningar till
den ursprungliga ekvationen, ndmligen z =9, y = —14, och z = —14, y = 9.

Vi ska visa att det inte finns nagra andra heltalslosningar utom de tva redan funna.

Istéllet for att fortsdtta med samma uttommande metod kan vi ta hjélp av delbarhet
for att eliminera vissa delare utan att behdva ta oss igenom alla berdkningar.

Alla heltal ger nagon av resterna 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8 vid division med 9. Deras kuber ger
da resterna 0,1, —1,0,1,—1,0,1, —1, det vill séiga alla heltalskuber &r lika med 0 eller
+1, modulo 9. Eftersom —2015 ger rest 1 vid division med 9, méste ett av talen 23, y> ge
rest 0, och det andra rest 1. Det ena av talen x, y maste alltsa vara delbart med 3, medan
det andra méste ge rest 1 vid division med 3, eftersom (3k —1)3 = 9(3k* — 3k + k) — 1.
Summan x+y dr da lika med 1, modulo 3. De enda talen i listan 6ver negativa delare till
2015 som ger rest 1 vid division med 3 ar de som slutar pa 5. Vi behover alltsa eliminera
fallen x +y = —65; —155; —2015. Vi paminner om att eftersom andragradsfaktorn
alltid &r positiv maste minustecknet tillskrivas faktorn x + y.

Antag att x +y = —65, sd att y = —65 —x. Vi har 2* —ay +vy* = (v + y)? — 32y =
4225 — 3zy = 31, och xy = 1398, vilket ger ekvationen x2 + 65z + 1398 = 0, som saknar
reella 16sningar. De tva andra fallen ger ocksa andragradsekvationer som saknar reella
l16sningar. Darmed &r de tva funna paren ekvationens enda heltalslosningar.

3. Lat a,b,c vara positiva reella tal. Bestdm det minsta virde som kan antas av

foljande uttryck
a? 4+ 2b* + 4c?
b(a + 2¢)

Losning. Vi har
a® 4 20* + 4c* = (a* + b*) + (b* + (2¢)?) > 2ab + 4bc = 2b(a + 2¢),

vilket betyder att
a® + 2b* + 4¢?
b(a + 2c)

Vérdet 2 antas om och endast om a = b = 2c.
4. Lo6s ekvationssystemet

rlnz +ylhy +zlnz = 0,

— + = 4+ == =

Inx Iny Inz
x Yy z

2



Losning. Bada vénsterleden dr definierade for x,y,z > 0. Det &r uppenbart att
r =y =z=14ar en l6sning. Vi ska visa att det ar den enda.

Det ar omdjligt att z,y, 2 alla &r mindre &n 1, och det ar omdjligt att alla tre ar

storre an 1. Multiplikation med —1 och substitution u = — etc, leder till att de tva

x
ekvationerna byter plats. Vi kan alltsa utan inskrinkning anta att x >y > 1> z. Vi
gbr en omskrivning

'y = 1,

1 1 1
€Tz yy Zz pry 1
Den andra ekvationen kan skrivas om som

:L,yzyza;zxy —1.

Eftersom z < 1, och zy > 1, har vi 2 < z < 2*. Det medf6r

1 1
IL‘y —(l"y)—zxyzzz—fﬂy;
vilket 1 sin tur medfor
oyt > a2y,

eftersom z¥y” > 1 och z < 1. Vi far nu
yw—y > 7Y

Da x —y > 0, leder det till slutsatsen y > z, vilket betyder att x = y. Nu far vi

1 1
zlnz = —2xlnx, och L # 1 kan vi utfora en division som ger
x

z
2% = 22, och alltsa z = x, vilket medfér x =y = 2z = 1. For z = 1 far vi att Inz = 0,
och alltsa x =y = 1.

5. Givet ér ett dndligt antal olika punkter i planet samt lika manga olika stralar
som borjar i origo. Gar det alltid att para ihop punkterna med stralarna sa att de
parallellforflyttade stralarna med borjan i respektive punkter inte skér varandra?

Losning. Svaret ar ja.

Vi séger att en strale har vinkeln v om vinkeln fran den positiva x-axeln till stralen &r
just v. Antag att det finns en konfiguration av punkter IT och vinklar (som motsvarar
stralar) V sddana att den beskrivna konstruktionen inte gar att utfora. V&lj méngderna
sa att antalet element i vardera, n, &r minsta mdéjliga fér mangder med den egenskapen.
Det dr uppenbart att n > 1. Lat vy vara minsta elementet i V', och dela upp V' \ {vo}
itvadelar, Vi ={v eV :ivp<v<wv+n},och Vo={v eV ivp+7m<v<uvy+2r}.
Varje linje [ i planet, parallell med stralen ry med vinkel vy, delar planet i tva delar.
I det ena halvplanet med rand [ ligger alla punkter sadana att stralarna med bérjan
i dessa punkter och vinklar i V; aldrig skér [, och i det andra géiller samma sak for
vinklar i V5. Kalla dessa halvplan A\; och Ag, respektive. Flytta nu linjen [ i en riktning
vinkelrdt mot stralen rq, fran det att alla punkter i den givna punktméngden II ligger
pa ena sidan om [, till att alla punkter passerats och hamnat pa andra sidan. Varje gang



man passerar en punkt minskar/okar antalet punkter i Ay N II med 1, medan antalet
punkter i Ay NII genomgar den motsatta fordndringen. Det kommer att finnas en punkt
Py € Il sadan att om [ gar genom Py, sa géller |\ NII| < |Vi|, och |[A2NII| < |V3|. Om
vi har likhet i bada olikheterna kan vi placera ry i Py, och, eftersom n valdes minimalt,
parallellforflytta alla stralar med vinklar i V; till punkter i A; N1II, 7 = 1,2. Om en av
olikheterna &r strikt betyder det att linjen [ genom F, innehaller minst en punkt till
fran II. Vi kan utan inskrinkning anta att vi valt P, sa att stralen med vinkel vy fran
Py inte innehaller nagra andra punkter fran [ N II. Dessa punkter kan nu inkluderas i
Ao (eller Ay, om vinkeln vy + 7 inte férekommer), varefter vi kan avsluta resonemanget
som ovan. Vi far att konstruktionen ar genomforbar for n, vilket &r motsigelse med
antagandet att n dr det minsta talet, for vilket den inte &r genomférbar. Motségelsen
visar att det inte finns positiva heltal sadana att konstruktionen inte ar genomforbar.

6. Axel och Berta spelar foljande spel: Pa en tavla star ett antal positiva heltal. Ett
drag bestar i att en spelare byter ut ett tal x pa tavlan mot tva positiva heltal y och
z (inte nédvandigtvis olika), sddana att y + z = . Spelet avslutas da talen pa tavlan
ar parvis relativt prima. Den spelare som gjort det sista draget har da forlorat spelet.
I borjan av spelet star endast talet 2015 pa tavlan. Spelarna gor vartannat drag och
Berta borjar. En av spelarna har en vinnande strategi. Vem, och varfoér?

Losning. Vi ska visa att Axel har en vinnande strategi. Kalla en situation ddalig om
talen pa tavlan ar fordelade som foljer X, X, n, dar X ar en delméngd i méngden av
positiva heltal och n ar ett udda positivt heltal. Situationen &r dalig nér Berta borjar,
med X = (), och n = 2015. Vi ska visa att Axel alltid kan vélja drag si att Berta
aterigen hamnar i en dalig situation. Om Berta byter ut ett tal x € X mot y och z
med y > z, sa kan Axel gora exakt samma drag i den andra X-méngden. Om Berta
byter ut n mot y, z med y > z, sa kan Axel byta ut y mot z och y — z, varpa situationen
ar dalig igen infor Bertas nésta drag.

Vi behéver visa att Axel inte kan forlora efter nagot av de ovan beskrivna dragen.

I det forsta fallet, da Berta bytt ut x € X mot y och z, tittar vi pa tva mdjligheter,
x > 2och x = 2. Om z > 2 kommer paret (y,y) med storsta gemensamma delare
y > 1 att finnas pa tavlan efter Axels drag, sa han forlorar inte. Om z = 2, sa maste
y = z = 1. Om Berta inte redan forlorat efter det draget, sa maste det finnas ett par
tal w och v pa tavlan som inte &r relativt prima. Antalet jamna tal pa tavlan efter
Bertas drag ar alltid udda. Om det bara &r ett jamnt tal kvar, sa ar bade u och v udda,
och eftersom de star kvar efter Axels drag kan han inte ha forlorat. Om det &r tre eller
fler, sa utgdr tva av dem ett par som inte &r relativt prima. Axel forlorar alltsa inte.

I det andra fallet, da Berta bytt ut det udda talet n mot y och z, med y > z, sa star
istéllet z, z,y — z efter Axels drag. Om z > 1, sd (z,2) = z > 1, och Axel har inte
forlorat. Om 2z = 1, och Berta inte har forlorat efter sitt drag, sa maste det finnas ett
tal storre an 1 1 X. Eftersom X finns i tva exemplar, sa kommer dven det talet att
forekomma tva ganger, och Axel har inte forlorat.

Eftersom antalet kombinationer och drag man kan gora ar andligt, och vi har visat att
Axel alltid kan gora ett drag utan att forlora, sa har han en vinnande strategi.



